树 的 模 染 色 数 
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摘要 图 的 模 染 色 及 模 染色 数 的 概念 是 由 F. Okamoto, E. Salehi 和 了 Zhang 于 2010 年 提出 。 他 
们 同时 证 明了 树 的 模 染 色 数 为 2 或 者 3。 本 文 给 出 树 的 模 染 色 数 等 于 3 的 一 个 充分 必要 条 件 。 
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一 、 简 介 


本 文中 的 所 有 没有 给 出 定义 的 图 论 的 基本 概念 、 术 语 及 记号 均 依照 D. West 的 图 论 教材 [3]。 


图 的 染色 是 图 论 的 一 个 重要 的 研究 领域 。 平 面 图 的 四 色 猜 想 是 图 论 中 最 著名 并 且 对 图 论 的 发 展 
起 到 重要 推动 作用 的 问题 之 一 。 四 色 猜 想 于 1977 年 被 Appel,Haken 和 Koch 通过 计算 机 的 帮助 
得 到 了 证 明 。1996 年 ，Robertson, Sanders, Seymour 和 Thomas 给 出 了 一 个 简化 的 证 明 ， 但 证 明 
仍 需要 计算 机 。 除 了 经 典 的 染色 的 概念 之 外 ， 很 多 学 者 还 提出 了 各 种 新 的 染色 的 概念 。 如 列表 
染色 ( 见 [3] 第 8.4 节 )， 分 数 染色 ( 见 [4] 第 7 章 ) 等 。 


2010 年 ，F. Okamoto, E. Salehi 和 了 Zhang 在 [1] 文 中 提出 了 模 染 色 的 概念 。 设 G=(V,E) 为 简单 无 
向 图 。 对 正 整 数 k， 设 c:V 一 {0,1, .… 水 -1} 为 G 的 顶点 集 上 的 一 个 映射 。 给 定 一 个 映射 ce， 对 


每 个 顶点 v， 令 90”)= 2 clW) (modk) 。 车 a 满足 对 G 的 任意 一 对 相 邻 的 顶点 x 和 y， 有 


uEN(v) 
0(Xx) 关 0(y) ， 则 称 c 是 G 是 一 个 模 k 染 色 。 若 k 是 最 小 的 正 整数 ， 使 得 G 存在 一 个 模 k 染色 ， 
则 称 k 为 G 的 模 染 色 数 ， 记 为 mc(G)=k。 


文 [1] 得 到 了 一 些 简单 图 类 的 模 染 色 数 ， 如 对 于 n 阶 路 P,，mc(Ps)=2。 设 GG 是 n 阶 的 圈 ， 则 若 
n=0 (mod 4) 时 ，mc(CoJ=2; 其 他 情形 都 有 mc(CoJ=3。 对 于 网 格 图 M( 即 路 与 路 的 笛 卡 尔 乘积 图 )， 
[2] 文 证 明了 mc(M)=2。 


对 于 树 ，[1] 文 证 明了 树 的 模 染 色 数 为 2 或 者 3。 证 明 方 法 是 对 任意 树 给 出 了 一 个 模 3 染 
就 是 说 ， 这 个 证 明 不 能 判断 一 棵 树 的 染色 数 是 2 还 是 3。 


令 
底 


本 文 研究 树 的 模 染色 数 ， 给 出 了 树 的 模 染色 数 等 于 3 的 一 个 充分 必要 的 刻画 。 在 叙述 这 个 结果 
之 前 ， 我 们 需要 一 些 定义 。 


我 们 称 5 阶 的 路 为 W 图 。 设 (X,Y) 是 W 图 的 一 个 二 部 划分 ， 使 得 XF3。 称 X 中 的 顶点 为 大 顶 
点 ，Y 中 的 顶点 为 小 顶点 。 


W 树 由 W 图 通过 图 的 粘贴 操作 递归 地 定义 。W 图 是 一 个 W 树 。 设 Ti 和 T, 都 是 W 树 ， 那 么 了 TI 
和 通过 一 个 大 顶点 粘 贴 得 到 的 树 荆 也 是 W 树 。Ti1 和 TT 的 大 (小 ) 顶 点 仍 是 TT 的 大 (小 ) 顶 点 。 


显然 ，W 树 有 奇数 个 大 顶点 ， 且 小 顶点 的 度数 总 是 2 


用 N[X] 来 表示 一 个 顶点 集 X 的 闭 领域 。 


设 T 是 以 (A,B) 为 二 部 划分 的 树 。 若 存在 A 的 子 集 X 使 得 N[ 区 的 导出 子 图 是 一 哥 W 树 ， 且 X 为 
该 W 树 的 大 顶点 ， 则 称 T 有 关于 A 的 导出 W 树 。 若 工 既 有 关于 关于 A 的 W 树 ， 又 有 关于 B 的 
W 树 ， 则 称 T 是 WM 树 。 


最 小 的 WM 树 的 阶 为 10， 且 在 同 构 意义 下 ，10 阶 的 W 树 是 唯一 的 ， 如 下 图 所 示 : 


本 文 主要 证 明 以 下 结 


定理 一 . 设 树 T 以 (A,B) 为 二 部 划分 ， 则 mc (T)=3 当 且 仅 当 T 是 WM 树 。 


二 、 定 理 一 的 证 明 


先 证 充分 性 ， 即 若是 WM 树 ， 则 mc(T)=3。 用 反 证 法 。 反 设 mc(T)=2， 且 c 是 工 的 一 个 模 2 染 
色 。 首 先 假设 对 任意 A 中 顶点 a， 有 0(a)=1 因为 T 是 WM 树 ， 所 以 T 有 关于 A 的 导出 W 树 。 
设 这 个 W 树 的 二 部 划分 为 XY)， 且 X 是 A 的 子 集 ， 为 大 顶点 集 。 那 么 我 们 有 


[三 | 区 | = 2 v(x)= 2 Ze(y)=0(mo0d2), 


ME 亚 JE 了 


矛盾 ! 若 对 任意 A 中 顶点 a， 有 0(a)=0 ， 则 对 工 的 关于 B 的 导出 W 树 用 同样 的 推理 导致 巴 


本 


下 面 证 必要 性 。 这 等 价 于 证 明 若 T 不 是 WwWM 树 ， 则 mec(T)=2。 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假设 T 不 
含 关 于 A 的 导出 W 树 。 我 们 将 证 明 下 面 更 强 的 结论 。 


言 一 . 设 T 以 (A, B) 为 二 部 划分 ， 没 有 关于 A 的 导出 W 树 ， 则 T 存 在 一 个 模 2 染色 ， 使 得 对 A 
中 的 顶点 a， 有 0(4)=1 


不 失 一 般 性 ， 在 以 下 证 明 中 ， 所 有 模 2 染色 c (或 ci c') 都 满足 对 A (或 Ai， A') 中 的 顶点 a， 
有 c(a)=0 (或 ci(a)=0, c'(a)=0) 。 


对 阶 小 于 5 的 树 T， 显 然 没 有 关于 A 的 导出 W 树 ， 此 时 容易 验证 存在 满足 断言 一 的 模 2 染色 。 
所 以 下 面 假设 T 的 阶 大 于 等 于 5。 


情形 1，B 中 有 叶子 。 设 bo 为 B 中 的 一 片 叶子 。 顶 点 ao 是 bo 的 唯一 邻 点 。 设 Ti,T,T 为 T- ao 
-bo 的 所 有 连通 分 支 。 且 设 开 的 二 部 划分 为 (A,B)， 其 中 Ai 是 A 和 VT) 的 交集 。 那 么 对 任意 
i, 工 没有 关于 A 的 导出 W 树 。 否 则 工 的 关于 A 的 导出 W 树 也 是 T 的 关于 A 的 导出 W 树 , 与 
条 件 矛 盾 。 由 归纳 假设 ， 工 存在 模 2 染色 e， 使 得 对 A 中 的 顶点 a， 有 (4)=1 。 设 bi 是 在 工 
中 的 唯一 邻 点 ， 那 么 我 们 定义 工 的 一 个 模 2 染色 如 下 ; 


ci(v), vEV (T,) 
0,v= ao 
天 
1— > c(b,)(mod 2), v=b, 


1 


cly)= 


容易 验证 ， 如 上 定义 的 c 的 确 是 工 的 满足 要 求 的 一 个 模 2 染色 。 
情形 2， 所 有 叶子 都 在 A 中 。 


情形 21， 全 中 有 在 时 于 aw. 满 是 入 的 唯一 领 上 bo 的 度 鲍 少 是 3。 疫 Ts Te 二 了 0 bo 
的 所 有 连通 分 支 。 令 Ti 是 图 T 的 由 V(T')Ulaobo] 导出 的 子 图 。 那 么 有 自然 的 二 部 划分 (A,B) 
使 得 4 ARV(7) 。 关 位 于 情形 1， 每 个 都 没 有 关于 入 的 导出 W 柚 ， 于 是 由 归纳 人 六 每 修 
ee ， 使 得 对 Ai 中 的 点 a， 有 0.(4)=1 。 因 为 ao 在 每 个 工 中 是 叶子 ， 所 以 
ci(bo)=0,(40)=1 。 所 以 如 下 定义 的 T 的 模 2 染色 是 合理 的 ， 且 满 足 断 言 一 的 要 求 。 


下 面 假设 A 的 每 片 叶子 的 唯一 邻 点 的 度 都 是 2。 我 们 有 如 下 断言 。 


言 二 . 设 树 T 以 (A,B) 为 二 部 划分 ， 且 所 有 叶子 都 在 A 中 。 若 每 片 叶 子 的 唯一 令 点 的 度 都 是 
2， 则 以 下 两 个 条 件 总 有 一 个 成 立 。 

(1) 存在 两 片 叶 子 a1 和 as 使 得 它们 在 T 中 的 距离 是 4。 

(2) 存在 一 片 叶子 a1， 它 的 第 二 令 点 的 度 也 是 2。 


断言 二 的 证 明 . 设 ap 和 a 是 T 的 一 对 叶子 ， 且 在 T 的 所 有 叶子 对 里 面 ，ao 和 a 的 距离 是 最 远 的 。 


考虑 ai 的 第 二 邻 点 ， 记 为 a。 若 8 的 度 也 是 2， 则 条 件 (C2) 满 足 。 若 的 度 大 于 2， 设 To 是 工 一 aa 
的 一 个 既 不 含 ag 也 不 含 ai 的 分 文 。 那 么 To 存在 一 片 叶 子 @ 同 时 也 是 TT 的 叶子 。 于 是 在 T 中 ，a， 
到 a; 的 距离 一 定 是 2， 否 则 ao 和 a 的 距离 就 比 ao 和 a 的 距离 大 ， 这 和 ao 与 ai 的 选取 矛盾 。 因 此 ， 
a 和 多 是 一 对 满足 条 件 (1) 的 叶子 。 “ 国 


情形 2. 2， A 中 存在 两 片 叶子 aa 和 a， 在 T 中 距离 为 4。 设 bi 和 bs 分 别 是 al 和 as 的 唯一 邻 点 。 顶 
点 a 是 a 和 as 的 唯一 的 公共 第 二 邻 点 。 令 | 。 且 T 的 三 部 划分 (A ,B ) 满足 
4'=4NMV(T') 。 那 么 T 没有 关于 A 的 导出 W 树 。 事 实 上 ， 若 U 是 了 T 的 关于 A 的 导出 W 树 。 要 
么 U 不 含 顶点 as， 那么 U 也 是 了 的 关于 A 的 导出 W 树 。 要 么 U 伎 顶点 as3， 那 么 由 
V(U)Ulaiaybi.b;] 导出 的 子 图 也 是 T 的 关于 A 的 导出 W 树 。 两 者 都 导致 矛盾 。 因 此 ，T 没有 关 
于 A 的 导出 WW 树 ， 由 归纳 假设 ，T" 有 模 2 染色 c ， 且 对 六 中 的 顶点 a， 有 (oj=1。 定 义 T 的 
染色 如 下 : 


c'(v),vET! 
c(v)=10,ve[al a,] 
1,vel{bi 5b,] 


容易 验证 ，c 是 T 的 模 2 染色 ， 且 对 A 中 的 顶点 a， 有 al(a)=1 。 


情形 2. 3，A 中 存在 叶子 as， 其 第 二 邻 点 的 度 也 是 2。 设 bl 和 az 分 别 是 ai 的 邻 点 和 第 二 邻 点 。 因 
为 第 二 邻 点 的 度 也 是 2， 设 bs 是 a@ 的 男 外 一 个 邻 点 (已 知 bi 是 az 的 一 个 邻 点 )。 


如 果 d(bs)=2， 令 7T'=7T 一 [aia;b15,] ， 且 TT 的 二 部 划分 (A ,B’) 满 足 4'=4NV(T')， 
用 类 似 于 情形 2.2 的 推理 ， 同 样 可 以 证 明 T 不 含 关 于 A' 的 导出 W 树 。 由 归纳 假设 ，T* 有 模 2 染 
色 c ， 且 对 A 中 的 顶点 a， 有 0'(a)=1 。 定 义 T 的 染色 如 下 ; 


c'(v),vET! 
0,vEe[ai ap 
1,v=Db 


c(y)= 


则 c 是 满足 要 求 的 模 2 染色 。 


如 果 d(bs)>2， 设 TT ,,...，T'j(k>1) 是 7 一 [a14sb1b,] 的 所 有 连通 分 支 。 令 Ti 是 由 

V(T ')U{al asb1.b,)| 在 T 中 导出 的 子 图 。 设 Ti 以 (人 Au, Bi) 为 二 部 划分 ， 其 中 A,=ANMTV(T,), 显然 
每 个 Ti 都 不 含 关 于 Ai 的 导出 W 树 。 由 归纳 假设 ，Ti 存 在 模 2 染色 ci， 使 得 对 Ai 中 的 顶点 a， 有 
0i(4)=1 。 由 于 a 是 叶子 , az, bi 和 bs 在 Ti 中 的 度 都 是 2， 所 以 有 ci(bi)=1 且 ci (by)=0。 于 是 下 面 
的 关于 T 的 染色 的 定义 是 合理 的 ， 并 且 满 足 断 言 一 的 要 求 。 


c,(v), vEB, 


c(v)= 
WY) 0,vEA 


综 上 所 述 ， 我 们 证 明了 断言 一 。 国 
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